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Two-component soliton systems and the

Painlevé equations
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W = I +

∞
∑

k=1

wk∂
−k
x (wk ∈ Mat(2, C), ∂xwk = 0)Jv9@$%L³M

M = −γ∂x + x∂2

x + σ3

(

−c∂x +
∞
∑

n=1

ntn∂n+1

x

)

, (σ3 = ( 1 0
0 −1 )) ,

B =
(

WMW−1
)

+
= −

∞
∑

k=0

Rk∂
k
x ,

Bn =
(

Wσ3∂
n
xW

−1
)

+
=

n−1
∑

k=0

un−k∂
k
x + σ3∂

n
x (n ≥ 1)=f?/0�%L³MB¯°=³+,f?�M9��L³M

W = I +

∞
∑

k=1

wk(λ − t)k,

M = I

(

−
γ

λ − t
+

x

(λ − t)2

)

+ σ3

(

−
c

λ − t
+

∞
∑

n=1

ntn

(λ − t)n+1

)

,

B = −

∞
∑

k=0

Rk

(λ − t)k
, Bn =

n−1
∑

k=0

un−k

(λ − t)k
+

σ3

(λ − t)n
(n ≥ 1)6$%&'(

∂tW = BW − WM, ∂tnW = BnW − W
σ3

(λ − t)n
(n ≥ 1)=�?vAJ=��v9@<1�°=

Ψ(λ) = Wλα(λ − 1)β(λ − t)γ exp

(

x

λ − t

)

× diag

{

λa(λ − 1)b(λ − t)c exp

(

∞
∑

n=1

tn

(λ − t)n

)

,

λ−a(λ − 1)−b(λ − t)−c exp

(

−

∞
∑

n=1

tn

(λ − t)n

)}Jf?v9@ABJ�+Bf&6/}n*@�	1 ¨/��L³MW 6$%&'(=�?
¤0<1�°Ψ(λ)  +BTU&'(t=�?v@
e∂sΨ(λ) =

1

λ − t
Ψ(λ), ∂tΨ(λ) = BΨ(λ), ∂tnΨ(λ) = BnΨ(λ) (n ≥ 1).

3



�	 2 ¨/��L³MW 6$%&'(=�?
¤0W �L~LM9��L³MB \:�Bn  +BZakharov-Shabatt=�?v@
∂tBn − ∂tnB + [Bn, B] = 0 (n ≥ 1), ∂tmBn − ∂tnBm + [Bn, Bm] = 0 (n, m ≥ 1).$%L³M

V = I
(

α {1 + (t − 1) ∂x} + β (1 + t∂x) + γ
{

1 + (2t − 1) ∂x + t (t − 1) ∂2

x

}

− x
{

∂x + (2t − 1)∂2

x + t(t − 1)∂3

x

}

)

+ σ3

(

a {1 + (t − 1) ∂x} + b (1 + t∂x)

+ c
{

1 + (2t − 1) ∂x + t (t − 1) ∂2

x

}

−

∞
∑

n=1

ntn
{

∂n
x + (2t − 1) ∂n+1

x + t (t − 1) ∂n+2

x

}

)

=

∞
∑

k=0

vk∂
k
x ,

C =
(

WVW−1
)

+
=

∞
∑

k=0

ck∂
k
x=f?/0AB$%L³MB¯°=³+,f?�M9��L³M

S =
λ − t

λ(λ − 1)

∞
∑

k=0

vk

(λ − t)k
=

aαI + σ3

λ
+

βI + bσ3

λ − 1
+

γI + cσ3

λ − t
−

∞
∑

n=1

ntnσ3

(λ − t)n+1
,

A =
λ − t

λ(λ − 1)

∞
∑

k=0

ck

(λ − t)k
=

P

λ
+

Q

λ − 1
+

∞
∑

k=1

Rk

(λ − t)k6��wxB&'(
∂λW = AW − WS=�?vAJ=��v9@ABJ�+Bf&6/}n*@�	3 ¨/��L³MW 6��wxB&'(=�?
¤0<1�°Ψ(λ)  +BTU&'(=�?v@
∂λΨ(λ) = AΨ(λ).�	 4 ¨/��L³MW 6$%&'(=�?
¤0W �L~LM9��L³MA, B \:�Bn  +BZakharov-Shabatt=�?v@

∂tA − ∂λB + [A, B] = 0, ∂tnA − ∂λBn + [A, Bn] = 0 (n ≥ 1).3)tn ≡ 0 (n ≥ 1) Jl2AJo0ABZakharov-Shabatt�L
∂tP −

[

P, R0 −
R1

t

]

= 0, ∂tQ −

[

Q, R0 +
R1

1 − t

]

= 0=~9@ABt�LEFGHIOU&'(=��v9AJ6o�9@
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